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摘要　证明下面结论: 设A 是有限维代数, A 的根的为N . 设M 是L oew y 长度为m + 1 的A 2
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1　引言和结果
本文总假设代数A 是代数闭域 k 上带单位元的有限维结合代数, 模指的是有限生成左
A 2模. 两个映射 f :M 1→M 2 和 g :M 2→M 3 的合成记为 f g.
设A 是代数, N 是A 的根. 称自然数m 是N 的幂零指数, 指的是N m - 1≠0 且N m = 0. 同
时, 记N 0= A .
一个模M 称为局部的, 如果M 的所有真子模之和是M 的真子模, 所以一个局部模有唯
一极大子模. 这个极大子模恰是M 的根. 一个模称为半局部的, 如果它是局部模的直和. 设A
是一个代数 ,N 是A 的根. A 的理想 J 称为遗传理想, 如果它满足: 1)J 2= J ; 2) JN J = 0; 3)J
是左A 2投射模. 一个代数A 称为拟遗传代数, 如果存在A 的理想链
　　　O = J 0Α J 1Α J 2Α ⋯Α J n= A
使得对于任意的 i, 1≤i≤n , J iöJ i- 1是A öJ i- 1的遗传理想. 这时这个链称为遗传链.
拟遗传代数是目前代数表示论研究的主要对象之一, 它起源于 80 年代末C line, Par2
shall, Sco t t 对复半单李代数与代数群研究中出现的高权范畴[1 ]. 90 年代初, R ingel 和D lab 从
环论和模论的观点对拟遗传代数作了系统研究. 文[ 2 ] 中, R ingel 和D lab 证明了: 设A 是有
限维代数,m 是A 的根N 的幂零指数, 则 EndA (Ý
m
i= 1
A öN iA ) 是拟遗传代数. 之后, 惠昌常与本
文作者推广上述结论, 证明了: 设A 是有限维代数, N 是A 的根. 如果M 是L oew y 长度为m
的半局部A 2模, 则 EndA (Ý
m
i= 1
M öN iM ) 是拟遗传代数[3 ]. 本文的主要结果是:
定理　设N 是代数A 的根. 如果M 是L oew y 长度为m + 1 的A 2模, 并且对任意的 i, 0≤






树代数[4 ]指的是有向树的路代数. 设A 是树代数 (或是树代数的商代数) ,m 是A 的幂零
指数. 显然对任意 i, 1≤i≤m ,N i 是半局部模. 所以有
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斐波那契代数A n 是具有两个单模的一类重要代数, 它的许多同调性质与斐波那契数列相
关[4, 5 ]. 因为斐波那契代数A n 的根N 的幂零指数为 n+ 1, 且对任意 i, 1≤i≤n+ 1, N i 均为半
局部模. 所以有

















M 的所有两两不同构的不可分解直和项的集合. 设 F i, 1≤i≤m , 是 F 中所有
L oew y 长度为 i 的不可分解模构成的子集. 在 F i 中 定义偏序集. 记 F i= {F ij û1≤i≤m i}, 定义
F is≤F it如果存在满同态 F is→F it. 因为 F ij为局部模, 所以易知 (F i, ≤) 是偏序集. 这样我们可





M )M o rita
等价于 EndA ( Ý
Z∈F
















态的集合, 则 J st是 E 的理想. 将证明 E 的理想链
　　　O = J 00Α J 11Α ⋯Α J 1n1Α J 21Α J 22Α ⋯Α J 2n2Α ⋯Α J m 1Α ⋯Α J m nm = E
是遗传链.
对 F st∈F , 用 est表示 E 中自同态, 它将Ý F ij标准投影 到 F st. 这样, 所有 est, 1≤s≤m , 1≤ t
≤ns 的元素构成 E 的两两正交本原幂等元的集合. 对 F st, F ij∈F , 有 est E ej iµ Hom A (F st, F ij ).
理想 J st是由 eij , 1≤i≤s, 1≤j≤n i 与 esj , 1≤j≤t, 生成的. 令 E = E öJ st, 元素 Α∈E 的剩余类记
为 Αλ, E 的子集 J 的剩余类记为 Jθ. 根据遗传链的定义, 我们须验证 Jθst是 Eϖ 的遗传理想.
1)显然, Jθst是 Eϖ 的幂等理想;






F ij Ý Ý
t- 1
j= 1







F ij Ý Ý
t- 1
j= 1
F sj ) , 使得 f = f 1f 2, 这里 f 1: F st→L , f 2: L →F st. 事实上, 因为 F st是局部的, 所






F ij Ý Ý
t- 1
j = 1
F sj ). 所以 f
在 J s. t- 1中. 这样 JθstN{ Jθst= 0




是双射 . 因为 2)知 eγstEϖeγstµ k.
事实上, 只要证明对所有 p , q, v ,w , 乘积映射
　　　Λ: eγp qEϖeγstá keγstEϖeγvΞ→eγp qEϖeγstEϖeγvΞ
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是单射即可. 为此, 设 x = ∑
c
l= 1
rλlá ∆λl 在 eγp qEϖeγstá keγstEϖeγvΞ中, 使得∑
c
l= 1
rλl∆λl= Oϖ, 这里 rl∈Hom A (F p q,
F st) , ∆l∈Hom A (F st, F vΞ). 可以假 设 p ≥s, 并且当 p = s 时, q≥t, 因为否则 rλl= Oϖ. 同理, 可假设
v≥s, 并且当 v = s 时, Ξ≥t. 进 一步, 设 rλl≠Oϖ, 我们断言 rl 是满同态. 因为否则条件 F st是局部






F ij Ý Ý
t- 1
j = 1
F sj ). 这样必有 rλl= Oϖ. 现在, F st是局部的, r l 是
满同态, 所以 top F st= top F p q. 这样存在标准同态 Π: F p q→F st, 使得任意从 F p q到 F st的满同态可







k lΠá k ∆l= Πá k (∑
c
l= 1
k l∆l) = Πá k ∆λ且 Πθ∆λ= Oϖ.
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因为 if = 0, 所以存在同态 Ω: F st→T , 使得 f = ΠΩ. 因而 Π∆= f g = ΠΩg. Π是满射导出 ∆= Ωg. 这
样 ∆λ= 0, 因此 x = Πθá k ∆λ= 0. 所以 Λ是单射. 至此定理证毕.
注1　从下面的例子可以看出, 定理中的条件“对任意 i, 0≤i≤m , N iM 是半局模”是必要
的. 设A 是 k ronecker 代数, 如下所示:
　　　2←←1



















M 与文[ 3 ]中的Ý
m
i= 0
M öN iM 是不同构的. 例如, 设A 是下面图
　　　4←2←1→3
给出的路代数, 取M 为 e1点所对应的不可分解的投射模
　　　M : = (k←k←k→k )








M öN iM 只
有三个两两不同构的不可分解直和项.
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A bs tra c t　T he fo llow ing resu lt has been show ed: let A be an algeb ra w ith radica l
N , and assum e that M is an A 2modu le w ith L oew y length m + 1 and that N iM is a sem ilocal
A 2modu le fo r any i, 0≤i≤m , then EndA (Ý
m
i= 0
N iM ) is a quasi2hereditary algeb ra.
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